New arithmetical operators in the theory of combinators. III  by van der Poel, W.L. et al.
MATHEMATICS Proceedings A 83 (3), September 19, 1980 
New arithmetical operators in the theory of combinators. III 
by W.L. van der Poel, C.E. Schaap and G. van der Mey 
University of Technology, Delft, the Netherlands 
Communicated at the meeting of October 27, 1979 
Appendix A 
Example of the reduction of the + combinator in the C system with trace. 
The numbers in the left margin indicate the level on which evaluation is done. 
The outer level is 0. When nothing can be done any more on the outer level, 
evaluation starts on level 1 etc. 
PRINT + Cl3 ACB B)) 
<+ ) 0 
0+ 
0 <B ACB B)) 
0 <A<K A)K ACB B)) 
0 CK A A<K A)<B 8)) 
0 CA<K A)CB B)) 
1 CK A) 
2A 
1 CK A) 
1 <B B) 
1 CACK A)K B) 
1 CK A BCK 8)) 
1 <ACK B)) 
2 CK B) 
3B 
2 CK B) 
1 CA(K B)) 
0 <A(K A)<ACK B))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 7 
LNTRACE 
A stand-alone B is not expanded 
and considered primitive 
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The “classical” predecessor in the C system, expanded both in combinator 
form and in lambda form, with some applications. 
PRINT D CL XCL YCL NCNCK Y)X)))) 
PRINT G CL FCDCSCF ZERO))CF ZERO))) 
PRINT P CL NCN GCK ZERO)ONE)> 
PRINT FOUR CS THREE) 
PRINT THREE CS TWO) 
PRINT TWO CS ONE) 
PRINT ONE (1) 
CP FOUR X Y) =cxcxcx Y))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 101 
CP) =CACACA ICKCACACK A)CACKCA 1))CACK K)CAC 
K K)CA ICKCK I)))))))CACK K)CACKCA B))CA ICKCK 
I))))))))CKCKCK I))))CK I)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 51 
P= CP) CACACA ICKCACACK A)CACKCA 1))CACK K)CA 
CK K)CA ICKCK I)))))))CACK K)CACKCA B))CA ICKC 
K I)))I))>)CKCKCK I))))CK I)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS 5: 51 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
PL= CP) CL F3CF3CL F3CL GGGJCGGGJCL F2CF3CL F2CL Fl Fl)) 
))CL GGGKCL GGGLCGGGKCFBCL F2CL Fl Fl))GGGK GGGL)))))))CL 
F2CL F2CL Fl Fl)))CL Fl Fl))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 72 
CPL FOUR X Y) =CXCXCX Y))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 51 
The + , * and to the power operators in the C system with examples 
PRINT + CB ACB B)) 
C+ THREE FOUR X Y) =cxcxcxcxcxcxcx Y))))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 35 
<* THREE FOUR X Y) =CXCXCXCXCX<XCXCXCXCXCXCX Y))) 
I)))))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 66 
POWER CC I) 
(POWER TWO THREE X Yl =<XcXcXcXcXcXcXcX Y)))))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 101 
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Definition of the simple predecessor in the C system with the sneaky lambda 
manipulation. The trace shows how the reduction follow the reduction axioms 
exactly. 
COMB FROM LAMBDA FORMS TO COMBINATORS 
PRINT Q CL Q) 
PRINT PP (CCB C)Q) 
<PP FOUR X Y) =(X(X(X Y))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 24 
TRACE 
<PP FOUR X Y) = 
0 <PP FOUR X Y) 
0 (C<B C)Q FOUR X Y) 
0 CB C FOUR Q X Y) 
0 CC<FOUR Q)X Y) 
0 (FOUR Q Y X) 
0 (S THREE Q Y Xl 
0 CA B THREE Q Y Xl 
0 <B QCTHREE Q)Y X> 
0 CQCCTHREE Q)Y)X) 
0 (L Q<<THREE Q)Y)X) 
0 (THREE X Y) 
0 CS TWO X Y) 
0 <A B TWO X Y) 
0 CB X<TWO X)Yl 
0 CXC(TW0 X)Y)) 
1 (TWO X Y) 
1 CS ONE X Y) 
1 <A B ONE X Y) 
1 (B X(ONE X)Y) 
1 CXCCONE X)Y)) 
2 <ONE X Y) 
2 (I x Y) 
2 cx Y) 
3Y 
2 cx Y) 
1 (X(X Y)) 
0 <x<x<x Y))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 24 
(3 3) expanded as lambda form represents 33 and consequently results in the 
lambda representation of 27. 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
(THREE) =<L F3CL GGGJ<F3<F3<F3 GGGJ))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 16 
(THREE THREE) =(L F3(L GGGK<F3<F3CF3CF3<F3(F3<F3(F3CF3(F3 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ GGGK)))))))))) 
))))))))))))))))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 250 
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Appendix B 
Examples of the P system 
PRINT ZERO 
CK) 
PRINT ONE (1) 
PRINT TWO <WI 
PRINT THREE CS TWO) 
PRINT FOUR C S THREE) 
PRINT S <B W) 
PRINT + CB B S) 
PRINT IF CL N<L XCL Y<N K I I(K X)Y)y)) 
<+ TWO THREE X Y) =<X Y Y Y Y Y) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 16 
PRINT * CL NCL M<WCN I)<A I><B(+ M))<K ZERO)))) 
C* TWO THREE X Y) =CX Y Y Y Y Y Y) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 54 
c*> =CA<ACK A)(A<ACK A)CA<K K)<ACA<A I<K I))< 
KCA I)))CK<A I)))))<K<A<K A)<A<K K><A<K AyCACK 
K)(ACK W)))))))))<K<K<K K)))> 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 55 
PRINT TIMES <L N(L M<IF NC+ MCTIMES M<P N)))K))) 
(TIMES TWO THREE X Y) =CX Y Y Y Y Y Y) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 220 
PRINT NRTI MES CL X<L NCL M<IF N(+ M<X MCP N)))K 
)))I 
(NRTIMES) =CACA(K A)<ACK<A<K AI))<A<K<A<ACK A)< 
A<K K)CA<ACA ICK K))(K I)><K I))))))<A<KCACKCA< 
K K>))))(ACK<AfK<A<A<K A)<A<K K)(A<K W))))))))CA 
<A<K A)<A<K K)A))<K(A(K K)<ACA(K AlKICK K)))) 
))))))<Ko(CK K)))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 122 
PRINT R CA I R) 
CR NRTIMES TWO THREE X Y) =CX Y Y Y Y Y Y) 
NR OF RFDUCTIONSTEPS = 244 
H CA B HI 
PRINT H CA B H) 
(H NRTIMES H TWO THREE X Y) =<X Y Y Y Y Y Y) 
‘JR OF REDUCTIONSTEPS = 244 
The closed form l 
via the S system 
Its pure combinator 
expansion 
The recursive times 
and its running 
efficiency 
Now made non-recursive 
and reduced to pure 
combinator form 
Applied with R 
Applied with another 
form of the recursion 
operator. 
ISame efficiency 
<IF) =<ACA<K AyC.4CK K)CA<A<A IfK K))CK I))<K 
I))))CK K>) 
VR OF REDUCTIONSTEPS = 22 
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A complete trace of 2x2 in the P system with the non-recursive times 
operator and the implicit fix-point operator. Remark that almost all actions 
take place on level 0. 
PRINT NRTIMES CL XCL NCL MCIF NC+ MCX MCP N))) 
K)I)) 
PRINT R CA I R) 
(R NRTIMES TWO TWO X Y) = 
0 CR NRTIMES TWO TWO X Y) 
0 CA I R NRTIMES TWO TWO X Y) 
0 <I NRTIMESCR NRTIMES)TWO TWO X Y) 
0 CNRTIMESCR NRTIMESlTWO TWO X Y) 
0 CL XCL NCL M<IF NC+ MCX MCP N)))K)))<R 
NRTIMESlTWO TWO X Y) 
0 CL NCL MCIF NC+ M<<R NRTIMES>MCP N)))K))TWO 
no x Y) 
0 <L MCIF TWO<+ MCCR NRTIMES)MCP TWO)))K)TWO X Y 
) 
0 (IF TWO<+ TWOCCR NRTIMES)TWOCP TWO)))K X Y) 
0 CL NCL XCL Y(N K I ICK X)Y)))TWOC+ TWOCCR 
NRTIMESlTWOCP TWO)))K X Y) 
0 CL XCL Y<TWO K I ICK X)Y))C+ TWOCCR NRTIMES) 
TWOCP TWO)))K X Y) 
0 CL YCTWO K I IO<<+ TWOCCR NRTIMES)TWO<P TWO))) 
)Y)K X Y) 
0 (TWO K I ICKC+ TWO<<R NRTIMES)TWO(P TWO))))K X 
Y) 
0 CW K I ICKC+ TWOCCR NRTIMESlTWOCP TWO))))K X 
Y) 
0 CK I I ICKC+ TWOCCR NRTIMES)TWOCP TWO))))K X 
Y) 
0 (I ICKC+ TWO((R NRTIMESlTWOCP TWO))))K X Y) 
0 CICKC+ TWOCCR NRTIMES)TWOCP TWO))I)K X Y) 
0 (KC+ TWOC(R NRTIMES)TWOCP TWO)))K X Y) 
0 <+ TWOCCR NRTIMESlTWOCP TWO))X Y) 
0 (B B S TWOCCR NRTIMESlTWOCP TWO))X Y) 
0 CB<S TWOlCCR NRTIMES)TWOCP TWO))X Y) 
0 (S TWOCCCR NRTIMESlTWOCP TWO))X)Y) 
0 CB W TWOCC<R NRTIMES)TWOCP TWO))X)Y) 
0 CWCTWOCCCR NRTIMES)TWOCP TWO))X))Y) 
0 CTWO<CCR NRTIMES)TWO<P TWO))X)Y Y) 
0 CWCCCR NRTIMES)TWO<P TWO))X)Y Y) 
0 CR NRTIMES TWOCP TWO)X Y Y Y) 
0 CA I R NRTIMES TWOCP TWO)X Y Y Y) 
0 (1 NRTIMESCR NRTIMESlTWOCP TWO)X Y Y Y) 
0 CNRTIMESCR NRTIMESlTWOCP TWO)X Y Y Y) 
0 CL XCL NCL MCIF NC+ MCX MCP N)))K)))CR 
NRTIMESlTWOCP TWO)X Y Y Y) 
0 CL N<L MCIF NC+ M(CR NRTIMES)M(P N)))K))TWO(P 
TwO)X Y Y Y) 
0 (L MCIF TWOC+ MCCR NRTIMES)MCP TWO)))K)CP TWO) 
XYYY) 
0 <IF TWO<+CP TWOlCCR NRTIMES)CP TWOlCP TWOl))K X 
Y Y Y) 
0 CL NCL XCL YCN K I ICK X)Y)))TWO<+CP TWO)CC 
R NRTIMES)CP TWOlCP TWO))>K X Y Y Y) 
0 CL XCL YCTWO K I ICK X)Y))<+CP TWO)<<R 
NRTIMES)<P TWO)<P TWO)))K X Y Y Y) 
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0 CL YCTWO K I ICKC+CP TWO)CCR NRTIMES)CP TWO)< 
P TWO))))Y)K X Y Y Y) 
0 <TWO K I ICKC+CP TWO)CCR NRTIMESlCP TWO)CP TWO 
))))K X Y Y Y) 
0 CW K I ICKC+CP TWOICCR NRTIMESlCP TWOlCP TWO)) 
))K X Y Y Y) 
0 CK I I ICK<+CP TWO)CCR NRTIMES)CP TWO>CP TWO)) 
))K X Y Y Yl 
0 CI ICKC+CP TWO)CCR NRTIMES)CP TWO)<P TWO))))K 
XYYY) 
0 CICKC+CP TWO)CCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))))K X 
Y Y Y) 
0 CKC+CP TWO)CCR NRTIMESlCP TWO)<P TWO)))K X Y Y 
Y) 
0 C+CP TWOlCCR NRTIMES)CP TWOJCP TWO))X Y Y Y) 
0 CB B SCP TWOlCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X Y Y 
Y) 
0 CBCSCP TWO))CCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X Y Y Y 
) 
0 CSCP TWO)CCCR NRTIMESlCP TWO)CP TWO))X)Y Y Y) 
0 CB WCP TWO)CCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X)Y Y Y 
1 
0 CWCCP TWOlCCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO)lX))Y Y Y) 
0 CP TWOCCCR NRTIMESlCP TWO)CP TWO))X)Y Y Y Y) 
0 CC B K TWOCCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X)Y Y Y 
Y) 
0 CB TWO KCCCR NRTIMESlCP TWO)CP TWO))X)Y Y Y Y) 
0 CTWOCKCCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X)lY Y Y Y) 
0 CWCKCCCR NRTIMESlCP TWO)CP TWO))X))Y Y Y Y) 
0 CKCCCR NRTIMES)CP TWO)CP TWO))X)Y Y Y Y Y) 
0 CR NRTIMESCP TWO)(P TWO)X Y Y Y Y) 
0 CA I R NRTIMESCP TWO)(P TWO)X Y Y Y Y) 
0 CI NRTIMESCR NRTIMESlCP TWOlCP TWO)X Y Y Y Y) 
0 CNRTIMESCR NRTIMES)(P TWO)(P TWO)X Y Y Y Y) 
0 CL XCL NCL MCIF NC+ MCX MCP N)))K)))CR 
NRTIMES)CP TWO)(P TWO)X Y Y Y Y) 
0 CL NCL MCIF NC+ MCCR NRTIMES)MCP N)l)K))CP 
TWO)CP TWO)X Y Y Y Y) 
0 CL MCIFCP TWO)(+ MCCR NRTIMES)MCPCP TWO))))K)C 
P TWO)X Y Y Y Y) 
0 CIFCP TWO)C+CP TWO)CCR NRTIMESlCP TWO)CPCP TWO)) 
))K X Y Y Y Y) 
0 (L NCL XCL Y(N K I ICK X)Y)))CP TWO)C+CP 
TWO)CCR NRTIMES)CP TWOICPCP TWO))))K X Y Y Y Y) 
0 (L XCL Y(CP TWO)K I ICK X)Y))C+(P TWO)CCR 
NRTIMESlCP TWO)CPCP TWO)))))< X Y Y Y Y) 
0 (L YCCP Tk'O)K I ICKC+CP TWO)(CR NRTIMES)CP 
lWO)CPCP TWO)))))Y)K X Y Y Y Y) 
0 CP TWO K I ICKC+CP TWO)CCR NRTIMES>CP TWOJCPC 
P TWO)l)))K X Y Y Y Y) 
0 CC B K TWO K I ICKC+CP TWO)CCR NRTIMESlCP TWO 
)CP(P TWO)))))K X Y Y Y Y) 
0 CB TWO K K I ICK(+CP TWOlC(R NRTIMESlCP TWO)C 
PCP TWO)))))K X Y Y Y Y) 
0 CTWOCK K)I ICKC+CP TWOlCCR NRTIMES)CP TWO)CPC 
P TWO)))))K X Y Y Y Y) 
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0 CVCK K)I I<K(+(P TWO)CCR NRTIMES)(P TWO)CPCP 
TWO)))))K X Y Y Y Y) 
0 <K K I I I<KC+<P TWOlCCR NRTIMES)CP TWO)CP(P 
TWO)))))K X Y Y Y Y! 
0 CK I ICKC+CP TWO)CCR NRTIMES)CP TWOlCPCP TWO)) 
)))K X Y Y Y Y) 
0 CICKC+(P TWO)CCR NRTIMES)CP TWO)(PCP TWO)))))K 
XYYYY) 
0 CKC+<P TWOlCCR NRTIMESlCP TWO)CP(P TWO))))K X 
YYYY) 
0 C+CP TWO)(CR NRTIMES)CP TWO)CPCP TWO)))X Y Y Y 
Y) 
0 CB B SCP TWOICCR NRTIMESlCP TWO)CPCP TWO>))X Y 
Y Y Y) 
0 CBCSCP TWO))C(R NRTIMES)<P TWO)<PCP TWO)))X Y 
Y Y Y) 
0 (SCP TWO)((CR NRTIMES)CP TWO)CP<P TWO>))X)Y Y 
Y Y) 
0 CB WCP TWOl(C(R NRTIMES)(P TWO)<P(P TWO)))X)Y 
Y Y Y) 
0 (WCCP TWO)C(CR NRTIMES)(P TWOl(P(P TWOI))X))Y Y 
Y Y) 
0 (P TWOCCCR NRTIMESlCP TWO)CP(P TWO)))X>Y Y Y Y 
Y) 
0 CC B K TWOCCCR NRTIMES)<P TWO)(PCP TWO)))X)Y Y 
Y Y Y) 
0 CB TWO K(<CR NRTIMES)(P TWO)CPCP TWO)))X)Y Y Y 
Y Y) 
0 <TWO(K(((R NRTIMES)CP TWO)(PCP TWO)))X)>Y Y Y 
Y Yl 
0 CW(K(C<R NRTIMES)CP TWO)(PCP TWO)))Xl)Y Y Y Y 
Y) 
0 (KCCCR NRTIMES)<P TWO)CP(P TWO)))X)Y Y Y Y Y 
Y) 
0 CR NRTIMESCP TWO)CP(P TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 CA I R NRTIMESCP TWO)(PCP TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 (I NRTIMESCR NRTIMES)<P TWOICPCP TWO))X Y Y Y 
Y Yl 
0 CNRTIMESCR NRTIMES)(P TWO)CPCP TWO))X Y Y Y Y 
Y) 
0 CL XCL NCL MCIF NC+ MCX MCP N)))KI))CR 
NRTIMES)(P TWO)<P<P TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 CL NCL MCIF NC+ MCCR NRTIMESlMCP N)))K))CP 
TWO)CPCP TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 CL MCIFCP TWO)C+ M((R NRTIMES)M(PCP TWO))))K)( 
P(P TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 (IFCP TWO)C+(P<P TWO))C<R NRTIMESl(P(P TWO))CPC 
P TWO))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CL NCL XCL YCN K I ICK X)Y)))(P TWOIC+CPCP 
TWO))((R NRTIMES)<PCP TWO))CPCP TWO))))K X Y Y Y 
Y Y) 
0 CL XCL YC(P TWO)K I ICK X)Y))(+CP(P TWO))CC 
R NRTIMES)CP(P TWO))(PCP TWO)l))K X Y Y Y Y Y) 
0 CL Y<<P TWO)K I I(KC+(P(P TWO))(CR NRTIMES)<P 
CP TWO))<PCP TWOI))))Y)K X Y Y Y Y Y) 
0 CP TWO K I I(KC+(PCP TWO))CCR NRTIMES)IPCP 
TWO))CPCP TWO)))I)K X Y Y Y Y Y) 
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0 CC B K TWO K I I(KC+(PCP TWO))CCR NRTIMES)CP( 
P TWO))<P<P TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 (B TWO K K I ICKC+(PCP TWO))((R NRTIMES)CPCP 
TWOl)CPCP TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CTWOCK K)I I<K<+<P(P TWO))CCR NRTIMESlCPCP 
TWO))CPCP TWOI))))K X Y Y Y Y Yl 
0 <W<K K)I ICKC+CP<P TWO))<<R NRTIMES)CPCP TWO) 
)CP<P TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CK K I I I(KC+CPCP TWO)I<<R NRTIMES)(PCP TWO) 
)CPCP TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 (K I ICKC+CPCP TWO))CCR NRTIMES>CP(P TWO))CPC 
P TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CICK(+(PCP TWO))CCR NRTIMES)(P<P TWO))(PCP TWO 
)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CKC+CPCP TWO))CCR NRTIMESlCPCP TWO))<P(P TWO))) 
)KXYYYYY) 
0 (+CPCP TWOIICCR NRTIMES)<P<P TWO))CPCP TWO)))X 
YYYYY) 
0 CB B SCPCP TWO))C<R NRTIMES><PCP TWO))(PCP TWO 
)1)X Y Y Y Y Y) 
0 CBCSCPCP TWO)))(CR NRTIMES)CP<P TWO))CPCP TWO)) 
)X Y Y Y Y Y) 
0 CSCPCP TWO))CC(R NRTIMES)<P(P TWO))CP<P TWO)))X 
)Y Y Y Y Y) 
0 CB W<P<P TWO))(CCR NRTIMES)(PCP TWO))CPCP TWO>) 
)X)Y Y Y Y Y) 
0 (WCCPCP TWO))CCCR NRTIMES)CPCP TVOJ)CPCP TWO))) 
XI)Y Y Y Y Y) 
0 CP<P TWO)C(CR NRTIMESlCPCP TWO))(PCP TVO)))X)Y 
YYYYY) 
0 (C B KCP TWOlCCCR NRTIMES)CPCP TWO))<PCP TVO))) 
X)Y Y Y Y Y Y) 
0 (BCP TWO)K(C(R NRTIMES)(PCP TVO))CPCP TWO)))X) 
YYYYYY) 
0 CP TWOCKCCCR NRTIMES)CPCP TWO))CPCP TWO)))X))Y 
YYYYY) 
0 CC B K TWOCKCCCR NRTIMESICPCP TVO)><PCP TVO))) 
X))Y Y Y Y Y Y) 
0 (B TWO KCKCCCR NRTIMESlCPCP TWO))CPCP TWO)))X)) 
YYYYYY) 
0 <TWO(KCK<C(R NRTIMESlCPCP TVOl)CP<P TVO)>)X)))Y 
YYYYY) 
0 CWCKCKCCCR NRTIMES)CPCP TVO))CPCP TWO)))X)))Y 
YYYYY) 
0 CKCKCCCR NRTIMES)CP(P TVO))<PCP TVO)))X))Y Y Y 
YYYY) 
0 (KCCCR NRTIMESICPCP TVO))CP<P TWO)))X)Y Y Y Y 
Y Y) 
0 <R NRTIMESCPCP TWO))CPCP TVO))X Y Y Y Y Y) 
0 CA I R NRTIMESCPCP TVO))<PCP TWO)>X Y Y Y Y 
Y) 
; ;Iy:RTIMESCR NRTIMESlCPCP TWO))CPCP TVO))X Y Y 
0 CNRTIMESCR NRTIMES3CPCP TVO))CPCP TWO))X Y Y Y 
Y Y) 
0 CL XCL NCL MCIF NC+ MCX M(P N)))K)))<R 
NRTIMES)<P<P TVO))CPCP TVO))X Y Y Y Y Y) 
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0 (L N<L M<IF ?I<+ MC(R NRTIMES)M(P N)))K))(P(P 
TWO))<P<P TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 CL M<IF(P(P TWO))<+ M((R NRTIMES)M(PCP(P TWO)) 
)))K)(P(P TWO))X Y Y Y Y Y) 
0 CIF<PCP TWO))C+(P(P TWO))(<R NRTIMES)<P<P TWO))< 
PCPCP TWO)))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CL N<L X(L YCN K I ICK X)Y)))(PCP TWO))C+< 
P(P TWO))CCR NRTIMES)CP<P TWO))(PCP(P TWO)))))K X 
YYYYY) 
0 <L XCL Y<<PCP TWO))K I I<K X)YI)C+CP<P TWO) 
)<CR NRTIMESICPCP TWO))(P(PCP TWO)))))K X Y Y Y 
Y Y) 
0 CL Y<(P(P TWOI)K I ICK<+(P<P TWO))(<R NRTIMES 
)CP<P TWO))<PCPCP TWO))))))Y)K X Y Y Y Y Y) 
0 CPCP TWO)K I ICKC+CP(P TWO))<(R NRTIMES)(P(P 
TWO))CP(P<P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CC B K<P TWO)K I I(K(+<PCP TWO))C<R NRTIMES)C 
PCP TWO))CPCP(P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 <B(P TWO)K K I I(K(+CP<P TWO))(CR NRTIMES)<PC 
P TWO))CP<P<P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 (P TWO(K K)I ICKC+CP<P TWO))C<R NRTIMES)CPCP 
TWO))CP<PCP TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CC B K TWO(K K)I I<K<+<PCP TWO))((R NRTIMES)< 
PCP TWO))CPCPCP TWO))))))K X Y Y Y Y Yl 
0 CB TWO KCK K)I I(KC+CP<P TWO))<CR NRTIMES)<PC 
P TWO))(P(PCP TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 (TWOCKCK K))I I(K<+(P<P TWO))(CR NRTIMES)(P(P 
TWO))<P<P<P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 <WCK(K K))I I<KC+CPCP TWO))<CR NRTIMES)CP<P 
TWO))CPtP(P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 (KCK K)I I I(KC+(P<P TWO))((R NRTIMES)CP<P 
TWO))(PCP(P TWO))))IlK X Y Y Y Y Y) 
0 (K K I I(K(+<PCP TWO))C<R NRTIMES)(P<P TWO))< 
PCPCP TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
0 CK I(KC+CPCP TWO)>CCR NRTIMES)<P<P TWO))<P<P( 
P TWO))))))K X Y Y Y Y Y) 
OCIKXYYYYYI 
OCKXYYYYY) 





0 <x Y Y Y Y) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 222 
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Appendix C 
The If operator in the S system expanded to pure combinator form and to 
pure lambda form. 
The same for the product operator followed by an application to 5 x 5 
PRINT IF CL N<L X(L Y<N K I K K I Y X)1)) 
IFL = <IF) CA<A<K A)(A<K K)(ACK A)<ACACA<A(A I< 
K K))(K I))CK KI)CK K))<K I)))))<K K)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 32 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
(IFL) =CL F3<L GGGICL GGGJCFJCL Fl<L F2 Fl))CL Fl Fl)<L 
FlCL F2 Fl))CL Fl<L F2 Fl))<L Fl Fl)GGGJ GGGI)))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 43 
READ SSYS IFL IF FIVE FOUR THREE TWO ONE E P 
ZERO SUM PROD 
PRINT SUM CL NCL MCW N<A I)<9 W)CK M)))) 
PRINT PROD CL N<L M<W NCA I)<BCSUM M))<K ZERO)))) 
(PROD) =CL NCL M<NCL F2CL F3(F3<F2 F3))))<L F2<L F3C 
F3CF2 F3))))(L F2(L F3CM<L F2<L F3CF3CF2 F3))))CL F2<L F3< 
F3(F2 F3))))CL F2CL F3<L GGGLCF2 F3 GGGL GGGL))))CL GGGMCFP 
F3)))))CL F2(L F2CL Fl Fl)))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 40 
COMB FROM LAMBDA FORMS TO COMBINATORS 
(PROD) =CACA<K A)(A<A<K AI<A<K K)CA<A I<K<A I 
)))(K<A I)))))<K<A(K A)<ACK K)CACACK A><A<K K> 
(ACA<A ICKCA I)))(K(A I)))CKCA<K W))))))<K K))) 
))))<K<KCK<K I))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 63 
(PROD FIVE FIVE X1 =(X X X X X X X X X X X X X X 
xxxxxxxxxxx) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 570 
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The closed form of the multiply operator in the P system, first expanded to 
the pure combinator form and then applied to 3 x4 
PRINT * 
CL NCL MCW<N I><A I>CB<+ M>>CK K>>>> 
<*> 
=<A<A<K A><RCR<K R><A<K K>CRCA<A I<K I>>CK<A I>>><K<A I>>>>><K<A(K A)<A< 
K K>CA<K A><A<K K)<ACK W>>>>>>>>><K<K<K K>S>> 
NUMBER OF REDUCTION STEPS: 45 
<* 3 4 x Y> 
=<x Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y> 
NUMBER OF REDUCTION STEPS: 78 
The to the power operator in the S system, first expanded to the pure 
combinator form and then applied to 34 
PRINT 7 
<L NCL M<W MCfi I><B<* N>>CK I>>>> 
CT> 
=<A<A<K FI>CA<KCA<A<A I<K<A I>>><K<A I>>>>>CA<K K><ACK A><A<K K>CA<A<K A> 
<A<A<K R><A<K K><A<A I<K<A I>>><K<A I>>>>><K<ACK A>CA<K K>CA<A<K A><A<K 
K><A<ACR I<K<A I>>><K<A I>>><K(R<K W>>j>>>CK K>>>>>>>CK<K<KCK I>>>>>>>>> 
><KCK<K I>>>> 
NUMBER OF REDUCTION STEPS: 82 
ct 3.4 x Y> 
=<XXXXXXXXXXXXXXXXxxxxxxXxX’xXxxxXXXXx 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 
x x x x x x x x x x Y> 
NUHSER OF REDUCTI.ON STEPS: 6866 
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Predecessor, sum, product and power operators in the S system expanded as 
combinators and as lambda forms. 
PRINT P CL NCNCA 1)CB W)CK ZERO))) 
PRINT SUM CL NCL MCW NCA 1)CB WICK Ml))) 
PRINT PROD CL NCL MCW NCA 1)CBCSUM M))CK ZERO)))) 
PRINT POWER CL NCL MCW NCA 1)CBCPROD M))CK ONE)))) 
CP) =CACACA ICKCA 1)))CKCACK W))))CKCKCK I)))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 14 
CSUM) =CACACK A)CACK K)CACACA ICKCA I)))CKCA 
I))I<KCACK W))))))CK K)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 25 
<PROD) =CACACK A)CA<A<K A)CACK K)CA<A I<KCA I 
)))CKCA I)))))CKCA<K A)CACK K)CACACK A)CACK K) 
CACACA ICKCA I)))CKCA 1)))CKCACK WI)))))CK K))) 
))))<KCKCKCK I))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 63 
(POWER) =CACACK A)CACACK A)CA<K K)CACA ICKCA 
I>))CKCA I)))))CKCACK A)CACK K)CACACK A)CA<A<K 
AI<ACK K)CACA ICKCA I)))<KCA I)))))CKCACK AICAC 
K K)CACACK A)CA<K K)CACACA ICKCA I)))CKCA 1))) 
CKCACK W))))))CK K)))))))CKCKCKCK I))))))))))CKCKC 
K 1)))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 121 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
CSUM) =CL F3CL GGGKCF3CL F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2CL F3C 
F3CF2 F3))))CL F2CL F3CL GGGLCF2 F3 GGGL GGGL))))CL F2 GGGK)) 
1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 41 
(PROD) =CL F3CL GGGMCF3CL F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2CL F3 
CF3CF2 F3))))CL F2CL FBCGGGMCL F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2C 
L F3CF3CF2 F3>))1CL F2CL F3CL GGGNCF2 F3 GGGN GGGN))))CL 
GGGOCF2 F3)))))CL F2CL F2CL Fl Fl)))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 106 
<POWER) =CL F3<L GGGPCF3CL F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2CL 
F3CF3CF2 F3))))CL F2CL F3<GGGP<L F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2C 
L F3CF3CF2 F3))))CL GGGQCL GGGRCF2 F3CL F2CL F3<F3CF2 F3)))) 
CL F2CL F3CF3CF2 F3))))CL F2CL F3CL GGGSCFB F3 GGGS GGGS)) 
))<L F2CGGGQ GGGR)))))CL F2CL F2CL Fl Fl))Y)))CL F2CL Fl 
Fl))))l 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 151 
314 
Appendix D 
Examples of the H system 
PRINT ZERO 
CB K) 
PRINT ONE CK) 
PRINT TWO <I) 
PRINT THREE CB K W) 
PRINT FOUR CW) 
PRINT FIVE CBCB W)C) 
PRINT SIX CB W) 
PRINT SEVEN CBCB K W)W) 
PRINT EIGHT CB W W) 
<SEVEN I 0 1) =Cl 1 I) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 7 
(EIGHT I 0 1) -C0 0 0 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 5 
PRINT V CCCBCB W)CC B))) 
PRINT VEEN CBCB FIVEIB) 
PRINT PAR CL NCNCGAMMA 1)ZERO ONECB K KCK I)))) 
PRINT GAMMA CL XCL YCL ZCZ GAMMA X X Y>))) 
PRINT H CC B K) 
PRINT S CL NCEE NCPAR N ICVEENCH N))CVCSCH N))))C 
DN I K))) 
PRINT EE CL NCL XCL YCN K I ICK X)Y)))) 
PRINT D CL NCL XCL Y(N I Y X)))) 
(S SEVEN I 0 1) =C0 0 0 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 232 
The transformation function U to transform numbers in the T system to 
numbers in the H system with applications and a complete expansion of U in 
pure combinators. 
PRINT F CL XCL YCL ZCZCX Y))))l 
PRINT G CL XCL YCL ZCL TCY Z T X1)))) 
PRINT U CL MCL XCL NCL ECMCFCG N))CFCG E))CL 
YCL ZCYCK X)CC I I)>I)CC W I)))))) 
TROIS (THREE I) 
PRINT TROIS (THREE I) 
CTROIS) =CK<A ICA K 1))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 5 
CTROIS 0 1) =Cl 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 6 
CU TROIS I 0 1) =Cl 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 43 
CU) =CACACK A)CACKCACK A)))CACKCACKCACK A)))) 
)CA<A<K A)CACK K)CACK A)CACKCA<K A)))CA<ACK 
A)<A<K<ACK A)))CACKCACK K)I)CACACK A)K)CKCACK< 
ACKCA I)J))CACKCACK K)))CA<KCACACK A)<A<K A)))) 
)<ACK K)<ACK K)K))))))))))CKCK<A<KCACKCA I))))( 
ACKCACK K)))CA<KCACACK A)CACK A)))))CA<K K)CA< 
K K)K))))))))))))CKCACK K)CACK KICACKCACK K)))CAC 
ACK AJCACKCA I))CACK K)K)))CKCKCA ICK I))))))))) 
)))>CKCKCK<K<A WCK I))))))) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 247 
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Transformation operator U to transform from T system to H system. UC is 
the pure combinator form, UL is the pure lambda form. 
PRINT U CL MCL XCL NCL ECMCFCG N))<F<G E))CL 
YCL ZCYCK X)CC I I))))<C W I)))))) 
PRINT F CL XCL YCL ZCZCX YI)))) 
PRINT G CL XCL YCL ZCL TCY Z T X))))) 
PRINT UC CACACK A)CACKCACK A)))CACKCA<KCACK A 
)))))CACACK A)CACK K)CACK A)CACKCACK A))lCACAC 
K A)CACKCACK A)))CACKCACK KII>(ACACK A)K)CKCAC 
KCACKCA 1))))CACKCACK K)))(ACKCACACK A)(ACK A) 
))))(ACK KICACK K)K))))))))))CKCKCACK<A<K<A 1))) 
)CACKCACK K)))<ACKCACACK A)CA<K A)))))CA<K K)C 
ACK K)K))))))))))))CKCACK K)CA(K K)CACK(A<K K)))C 
A<ACK A)CACKCA 1))CACK K)K)))CKCKCA ICK I)))))) 
)))))))CKCKCKCKCACA ICK I))CK I))))))) 
PRINT UL <L MCL XCL NCL ECMCL YCL Z<ZCL ZCL 
TCY 2 T N))))))CL YCL ZCZCL ZCL T<Y Z T E)))))) 
CL YCL ZCYCL F2 X)CL F3CF3CL Fl Fl>)))))CL F3CF3CL 
Fl Fl)CL Fl Fl)))))))) 
CULCB K W I)1 0 1) =Cl 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 26 
CUCCB K W I)1 0 1) =Cl 1) 
NR OF REDUCTIONSTEPS = 216 
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Appendix E 
Expansion of the combinator (A(A A)(A A)(A A)A A) in combinator 
form and in lambda form. 
COMB 
<ACA A)<A A)<A A)A A) =CA<ACACA A<A ACA A A)))A)CA 
(ACA A<A ACA A A)))A)CACA(A ACA A<A A A)))A) 
CA A<ACA ACA ACA A A)))A)))))<A<ACACA ACA AC 
A A A)))A)<A<ACA A<A ACA A A)))A)<ACA<A ACA A 
CA A A)))A)CA ACA<A A(A A<A A A)))A))l))<ACA( 
ACA ACA ACA A A)))A)CA<A<A ACA ACA A A)))A)(A 
<A<A ACA ACA A A)))A)<A ACACA ACA ACA A A))) 
A)))))CA ACACACA A<A A<A A A)))A)CACACA ACA A( 
A A A)))A)<ACACA A<A ACA A A)))A)<A ACACA A<A 
A<A A A)))A))))))))) 
IAMB 
<A<A A)CA A)CA A)A A) =CL *3<*3<L *2(L GGGGC*3 GGGGC*P GGGG 
))))C*3CL *2<L GGGHC*3 GGGHC*P GGGH))))C*BCL *2<L GGGI<*3 
GGGIC*2 GGGI))))CL GGGJ<*3 GGGJCL GGGKC*3 GGGKCGGGJ GGGK)))))))C 
*3CL *2CL GGGL<*3 GGGLC*2 GGGL))))C*3CL *2CL GGGMC*3 GGGMC*2 
GGGM)>))C*S<L *2(L GGGN<*3 GGGN(*2 GGGN))))CL GGGO<*3 GGGO<L 
GGGPC*3 GGGPCGGGO GGGP)))1)))(*3<L *2CL GGGQC*3 GGGQ(*2 GGGQ))))C 
*3<L *2<L GGGRC*3 GGGRC*2 GGGH)l))C*BCL *2<L GGGSC*3 GGGS<*P 
GGGS))I)<L GGGT<*3 GGGTCL GGGU<*3 GGGUCGGGT GGGU))I))))CL GGGVC 
*3 GGGVC*BCL *2(L GGHG<*3 GGHGC*2 GGHG))))<*3<L *2CL GGHH<*3 
GGHH<*P GGHH))I)<*3CL *2CL GGHIC*3 GGHI<*2 GGHI))))<L GGHJ<*3 
GGHJCL GGHKC*3 GGHK<GGHJ GGHK)))))))GGGV)I)))(*3(t *2<L GGHL<*3 
GGHLC*2 GGHL))))C*3CL *2CL GGHMC*3 GGHMC*2 GGHM))))C*3<L *2<L 
GGHNC*3 GGHN<*P GGHN))))CL GGHOC*3 GGHOCL GGHPC*3 GGHPCGGHO GGHP) 
))1)))(*3<L *2CL GGHQC*3 GGHQ<*P GGHQ))))C*3CL *2CL GGHR<*3 
GGHR<*2 GGHRI)))C*SCL *2CL GGHS<*3 GGHSC*P GGHS))))CL GGHT< 
*3 GGHT<L GGHUC*3 GGHU<GGHT GGHU)))))))C*B<L *2(L GGHVC*3 GGHV 
C*2 GGHV))))C*BCL *2CL GGIGC*3 GGIGC*2 GGIG>))l(*BCL *2<L 
GGIH<*3 GGIHC*P GGIH)I))CL GGII<*3 GGII<L GGIJC*3 GGIJCGGII GGIJ) 
))))))<L GGIKC*3 GGIKC*3CL *2CL GGILC*3 GGILC*2 GGIL))))C*3( 
L *2CL GGIMC*3 GGIMC*2 GGIM))))C*3CL *2CL GGINC*3 GGINC*2 
GGIN))))CL GGIOC*3 GGIOCL GGIPC*3 GGIPCGGIO GGIP))))))lGGIK)))))C 
*3CL *2CL GGIQC*3 GGIQ<*2 GGIQ)))>C*3<L *2CL GGIHC*3 GGIRC+P 
GGIR))))<*3CL *2CL GGISC*3 GOIS<* GGIS)))I<L GGITC*3 GGITCL 
GGIUC*3 GGIU<GGIT GGIU)))))))C*3CL *2CL GGIV(*3 GGIVC*O GGIV))I)C 
*3<L *2<L GGJGC*3 GGJG<*2 GGJG))))C*3(L *2CL GGJHC*3 GGJHC*2 
GGJH))))<L GGJIC*3 GGJICL GGJJC*d GGJJCGGJI GGJJ)))))))C*B<L *2< 
L GGJK<*3 GGJKC*2 GGJK))))C*3CL *2(L GGJLC*3 GGJLC*2 GGJL))))( 
*3CL *2CL GGJMC*3 GGJMC*2 GGJM))))CL GGJNC*3 GGJNCL GGJO<*3 
GGJOCGGJN GGJO))))))ICL GGJP<*3 GGJPC*3<L *2CL GGJQC*3 GGJQ<*2 
GGJQ))))C*3<L *2CL GGJR<*3 GGJRC*P GGJR))))C*3CL *2CL GGJSC*3 
GGJSC*2 GGJS))))CL GGJT<*3 GGJTCL GGJUC*3 GGJUCGGJT GGJU))))))) 
GGJP)))))CL GGJVC*3 GGJVC*3CL *2(L G-GKGC*3 GGKGC*2 GGKG)>))C*3C 
L *2CL GGKHC*3 GGKHC*2 GGKH))))C*3CL *2CL GGKIC*3 GGKI<*2 
GGKI))))CL GGKJ<*3 GGKJCL GGKKC*3 GGKKCGGKJ GGKK)))))))C*BCL *2C 
L GGKLC*3 GGKLC*2 GGKL))))C*BCL *2CL GGKM(*3 GGKMC*2 GGKM))))< 
*3CL *2CL GGKN<*3 GGKNC*2 GGKN)))ICL GGKOC*3 GGKOCL GGKP<*3 
GGKf'CGGKO GGKP))))ll)C+3CL *2CL GGKQC*3 GGKQC*2 GGKQ))))<*BCL *2 
CL GGKRC*3 GGKRC*P GGKR)l))C*3(L *2CL GGKSC*3 GGKSC*2 GGKS)) 
))CL GGKTC*3 GGKTCL GGKUC*3 GGKUCGGKT GGKU)))))))CL GGKVC*3 
GGKVC*B<L *2CL GGLGC*3 GOLO<* GGLG))))C*3CL *2CL GGLHC*3 GGLHC 
*2 GGLH))))<*3CL *2CL GGLIC*3 GGLIC*2 GGLI))l)<L GGLJC*3 GGLJC 
L GGLKC*3 GGLKCGGLJ GGLK)))))))GGKV)))))GGJV)))))))) 
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Example of a trace of a probably exploding combinator. Only the first few 
steps are given. If not traced, the computer will quickly give a message, that it 
has run out of sufficient working space. 
(ACA A)CA A A)CA A)A) = 
0 CACA A)<A A AICA A)Al ._-_--_- - -.._.-- 
0 CA ACA A)C<A A AICA A))A) 
0 CA(<A A A)<A A))CCA AICCA A A)CA A)))A) 
0 <A A ACA A)ACCCA A)C<A A A)<A A)))A)) 
0 CACA A)CACA A))ACCCA A)<<A A A)CA A))>A)) 
‘0 <A A ACCACA A))A)C<<A A)C<A A AICA A)))A)) 
0 CACCACA A))A)CAC<A(A A))A))CCCA AICCA A A)CA 
A)))A)) 
0 CACA A)ACCCA AICCA A A)CA A)))A)CCAC(ACA A)) 
A))CCCA A)<<A A A)CA A)))A))) 
0 CA ACCCA A)(CA A A)CA A)))A)CA<CCA A)CCA A A 
)(A A)))A))C<AC(ACA A))A))C(CA A)CCA A A)<A A))> 
. A))) 
0 <A<ACCCA A)CCA A A)CA A)))AI)<C<CA AICCA A A) 
CA A)))A)<A<CCA A)<<A A A)<A A)))A)))CCACCACA A 
))A))C(CA AICCA A AICA A)))A))) 
0 CACCCA A)C(A A AICA A)))A)CCA(CACA A)>A))<CCA 
A)CCA A A)CA AI))A))CCCCCA A)CCA A A)CA AI))A)C 
ACCCA AICCA A A)<A A)))A)))CCACCACA A))A))CCCA A) 
<CA A A>tfi 4)))4)))) 
fl <A ACCA A A)(A A))ACCCC(A A)C<A A A)(A A)))A 
)CACCCA A)C(A A A)CA A)))A)))<CAC<ACA A))A))CC<A 
A)CCA A A)CA A)))A)))CCCACCACA A))A))<<CA A)C<A 
A A)<A A)))A))C<CCCA A)CCA A A)CA A)))A)CACCCA A) 
CCA A A)(A A)))A)))CCACCACA A))A))CC(A AICCA A 
A)CA A)))AI)))) --_ ._ - .__. 
0 CA ACCCA A A)CA A))A)<C<<<A A)<<A A A)<A A))) 
A)CA(CCA A)CCA A A)CA A)))A)))CCAC<ACA A))A))CCCA 
AICCA A A)<A A)I)A)))CCCACCACA A))A))CCCA A)<<A 
A A)CA A)))A))C<<<CA AICCA A AICA A)))A)CA<<CA Al 
CCA A A)CA A)))A)))<(ACCACA AI)A))CCCA A)CCA A 
,A)(A A)))A))))) 
0 <ACC<C<A A)<<A A A)CA A)))A)CACCCA A)C<A A A) 
CA A)))A)))CCA<CACA A))A))<<(A AICCA A A)CA A))) 
A)))CCCCA A A)CA A))A)CCCC<A A)<CA A A)<A A)))A)< 
AC<CA A)C<A A A)CA A)))A)))C<ACCACA A))Al)CCCA Al 
(<A A A)<A A)))A))))CCCAC<ACA A))A))<CCA A)<CA A 
A)CA A)))A))CCCC<A A)CCA A A)<A A)))A)<ACtCA A)< 
CA A A)CA A)>)A)))CCACCACA A))A)>CCCA AICCA A A 
)(A A)I)A))))) 
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0 CA ACCA A A)CA A))ACACC<A A)CCA A A)CA A))) 
A))CCACCACA A))A))C<CA AICCA A A)CA A)))A))<CCACC 
ACA A))A))CCCA A)CCA A A>CA A)))A))CCC<CA A)CCA A 
A)CA A)))A)CACC(A A)CCA A A)CA Al))A)))CCACCACA 
A))A))CC(A AICCA A A)CA A)))AI)))CC<C<A A AICA A 
))A)<CCCCA A)CCA A A)<A A)))A)<A<<CA A)C<A A A)( 
AA)))A)))CCACCACA A))A))<CCA A)CCA A A)CA A)))A) 
)))C(CACCACA A))A))<CCA A)CCA A A)CA A)))A))CC((< 
A A)(CA A A)CA A)))A><ACCCA A)CCA A A)<A A)))A)) 
)C(ACCA(A A))A))C<CA A)<CA A A)CA A)))A)))))) 
0 CA ACCCA A A)CA A))A)CA<CCA A)CCA A A)CA A)) 
)A))CCACCACA A))A))CC<A A)<CA A A)CA A)))A))CC<A 
CCACA A))A))<<CA A)<(A A A)CA A)))A)><C<CCA A)(( 
A A AICA A)))A)CACCCA A)<CA A AICA A)))A)))<CACC 
ACA A))A))<C(A A)<CA A A)CA A)))A))))C<CCCA A A)( 
AA))A)C<CCCA A)C<A A A)CA A)))A)<ACC(A A)<CA A 
A)CA A)))A)))CCAC(A<A A))A))CCCA A)C<A A A)<A A)) 
>A))))CCCACCACA A))A))C<CA A)<(A A A)CA A)))A))C< 
CCCA A)CCA A A)CA A)))A)CACCCA AICCA A A)CA A)) 
)A)))CCACCACA A))A))CC<A A)<<A A A)(A A)))A)))))) 
0 CACACCCA A)<CA A A)CA A)))A))C<<CA A A)CA A)) 
A)<ACCCA A)CCA A A)CA A)))A)))CCACCACA A))A))CCCA 
A)(CA A A)CA A))lA))(C(ACCACA A))A))CCCA A)CCA 
A A)CA A)))A))CC<<CA A)CCA A A)CA A)))A)CACCCA A) 
(CA A A)CA Al))A)))<CAC<A<A A))A))C<CA A)CCA A 
A)CA A)I)A>)))C<<C<A A A)<A A))A)((C<(A A)<CA A A) 
CA A)))A>CACC<A A)CCA A A)<A A)))A)))CCAC<ACA A 
))A))<<<A A)C<A A A)CA A)))A))))CCCAC<ACA A))Al)C 
(CA A)C(A A A)CA A)))A))CC<<<A A)<CA A A)<A A))) 
A)CAtCCA A)C<A A A)<A A)))A)))CCACCACA A))A))CCCA 
A)<CA A A)CA A)))A)))))) 
0 CA<CCA A)CCA A A)CA A)))A)CCAC(ACA A))A))<C<A 
A)(CA A A)CA A)))A))(C<CCA A A)<A A))A)CA<CCA A 
)CCA A A)CA A)))A)))CCA<CACA A))A))CC<A A)(CA A 
A)CA A)))A)))<CCAC(ACA A))A))CCCA A)CCA A A)CA A) 
))A))<CCC<A A)C(A A A)CA A)))A)CACCCA A)CCA A A) 
CA A)))A)))CCACCACA A))A))CCCA AICCA A A)CA A))) 
A))))CCCCCA A A)CA A))A)C<CCCA A)CCA A A)CA.,,. 
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Appendix F 
Some simplification by transforming to lambda form and back 
PRINT SIMPLIFY CACX I)) 
(SIMPLIFY) =<A<X 11) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 1 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
SIMPLIFY - <SIMPLIFY) (L F2 F2) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 6 
COMB FROM LAMBDA FORMS TO COMBINATORS 
SIMPLIFY = (SIMPLIFY) I 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 2 
PRINT SIMPILIFY I 
PRINT SIMPLIFY I 
SIMPLIFY <C(X I)) 
LAMB FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS 
<SIMPLIFY> =(L F2(L F3 F2)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 5 
SIMPLIFY = (SIMPLIFY) CL F2(L F3 F2)) 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 5 
COMB FROM LAMBDA FORMS TO COMBINATORS 
(SIMPLIFY) =X 
NR OF REDUCTIONSTEPS - 2 
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Appendix G 
Listing of system as run on PDP-8 LISP. 
Property lists of the elementary combinators A, K, B, I, C and W 
CDRCFl) 
CACL FlCL F2CL F3CFl F3CF2 FB)))))KCL FlCL F2 Fl))BCL 
FlCL F2CL F3CFlCF2 F3)))))CACK A)K)CCL FlCL F2CL F3C 
Fl F3 F2))))CACB B AICK K))ICL Fl Fl)WCL FlCL F2CFl F2 
F2)))CA ACA K))l 
RUN is the operating system, that interprets the commands 
DEFINECCCRUNCLAMBDA NILCPROGCVA VB UC VCOMB VTRACF 
VI VK VLAMB VM UN VX 1 
CSETQ VCCLIST NIL)) 
CSETQ VCOMB T) 
LA 
CSETQ VTRACE NIL) 
LB 
CTERPRI) 
CSETQ VA 0) 
CCONDCCATOMCSETQ VXCHEAD)))CGO LI))) 
CPRINTCQUOTE =)) 
CSETQ VICEVR VX NIL T)) 
LC 
CCONDCCNULL VTRACE)CPRINT VI))) 
CTERPRI) 




CCONDCCEQ VXCQUOTE COMB))CGO LCOMB))C<EQ VXCQUOTE LAMB)ICGO 
LLAMB )) 
CCEQ VXCQUOTE LIST))CGO LLIST))CCEQ VXCQUOTE QUIT))<RETUR'U 
(QUOTE RETURN TO LISP) )) 
CCEQ VXCQUOTE TRACE))tGO LTRACE))CCEQ VXCQUOTE UNTRACE))C 
GO LA )) ) 
CSETQ VICREAD)) 
CCONDCCEQ VXCQUOTE ERA.SE))CGO LERASE))CCEQ VXCQUOTE PRINT)) 
CGO LPRINT) ) 
CCEQ VXCQUOTE READ))CGO LREAD))CCEQ VXCQUOTE WRfTE))CGO 
LWRITE )) 
CCSETQ VKCATOM VI))CSETQ VICEVRCREAD)NIL T))) ) 





<PRINT(QUOTE FROM LAMBDA FORMS TO COMBINATORS)) 
(SETQ VCOMB T) 
<GO LB) 
LLAMB 
<PRINT<QUOTE FROM COMBINATORS TO LAMBDA FORMS)) 
<SET&J VCOMB NIL) 
(GO LB) 
LTRACE 
CSETQ VTRACE T) 
<SET&l VB 0) 
<GO LB) 
LF-SE 




CPRINT<GET VI<QUOTE COMB))) 
<GO LB) 
LREAD 
CFILEINCQUOTE SYS)VI<QUOTE LI)) 





CSETQ VX OBLIST) 
LL 
(CONDC(NULLCSETQ VXCCDR VX)))<GO LB))<CGM<CAR VX>(QUOTE 
COMB )) 
<CONS<PRINT<CAR VX))(PRINTCQUOTE 1)) 1) 
(GO LL) 
LWRITE 
(FILEINCQUOTE TTY)T T) 







(GO LLIST) ))))) 
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DEFINEC~<LAMB~LAMBDA<VN)<COND<VTRACE~SETQ VB<PLUS 
VB W 1)) 
(T NIL) 1)))) 
DEFINECCCIN<LAMBDACVL VM)CPROG NIL 
(CONDCCATOM VM)<RETURN<EQ VM VL)))<CEQCCAR VM)VK)CCOND<<CDDR 
VM) 
(CONDC<EQ<CADR VM)VL)CCONDC<NULL<SETQ VM<CDDDR VM>))<RETURN 
NIL ))))) 1))) 
LC 
CCONDC(IN VLCCARCSETQ VLAMB VM)))CRETURN T))<<SETQ VMCCDR 
VM 1) 
(GO LC) )) )I))) 
DEFINECC<SUB<LAMBDA<VM VA VB VC)<PROG NIL 
<COND<(ATOM VM)CRETURNCCOND(CSETQ VX<GET UC VM))VXlCVA VM)<C 
EQ(CAR VL)VM ) 
(CAR W) ) 
CT VM) ))I 
<VB NIL)<<NULLCEQCCAR VM)VKI)NIL)C(NULL<CDDR VM))NIL)CC 
EQ(SPT8 VXCCADR VM))(CAR VL) 1 
CRETURNCCONS VKCCONS VXCCONSCSUBCCADDR VM)T T VC)<SUBCCDDDR 
VM )NIL T UC))))) ) 
<<GET UC VX)NIL)((NULLCATOM VX))NIL)CCNULL<IN VX<CAR W) 
))NIL) 
CCINCCAR VL)<CADDR VM))(GO LC)) 1 
CRETURNCCONSCSUBCCAR VM)VA VA VC)<SUBCCDR VM)VA T UC))) 
LC 
(SETQ VICGENSYM)) 
(RETURN<CONS VKtCONS VICCONS<SUB(CADDR VM)NIL NIL<CONS VXCCONS 
VI UC 1)) 
(SUBCCDDDR VM)NIL T UC1 1))) )))I) 
DEFINECC(APPCLAMBDA<VK VL)(CONS(CAR VK)CCONDC 
(VL VK)CAPPCCDR VK)VL) 1 
CT<CDR VX)) )))))) 
DEFINECC(MAPCLAMBDA<VX)CPROG NIL 
LC 
CCOND(<NULLCSETQ VXCCDR VX)))<RETURN NIL))<<SETQ VK<GET<CAR 
vx ) 
(QUOTE COMB) 1) 
<RETURN(CONSCLISTCCAR VX)VKI(MAP VX))) )) 
(GO LC) ))))) 
DEFINECCCERASE(LAMBDA NILCPROG NIL 
LC 
(COND(<AT~MCCAR VM))CRETURN VM))CCCDAR VM)CRETURN vM))) 
(RPLACA VMCCAAR VM)) 
(GO LC) )))I) 
DEFINE(C(KLMN(LAMBDA NILCPROG NIL 
CSETQ VK(CAR VX)) 





CPRINTCCONDCVL VX)CT VK))) ))) ))I)) 
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LL 
<COND((NULL VM)CGO LLIST))C<NULL(ATOM<CAR VL)))<GO LLIST)) 
((INCCAR VL)CSETQ VI<CAR(ERASE))))CGO LLAMBDAI) ) 
(CONDCVNtRPLACA VN VI))(CNULL VCOMB)CCONDCVW<GO LLAMB)I))C< 
SETQ VX<RPLACA VL<QUOTE K)) ) 
(GO LY) 1) 
LEQ 
CCONDCVNCGO LT))C(NULL VCOMB)NIL)(CRPLACA VLCQUOTE I))<GO 
LK ))I 
LM 
(COND(VCOMB(RPLACA VLCQUOTE K)))CVN(GO LN))<T<RETURN VX))) 
<GO LK) 
LN 
(RPLACA VNCSUBCCAR VM)NIL NIL NIL)) 
LT 
(SETQ VX VNI 
(GO LEV) 
LGET 
CSETQ VICCDR VI)) 
LLAMBDA 
CCONDCCATOM VI)<GO LEQ))(CCDDR VI)(GO LGET))C<EQ<CDR VI)VLAMB 
) 
(GO LX) ) 
CVNCGO LN))(VWCGO LLAMB))CCNULL VCOMB)(RETURN VX)) ) 
CSETQ VX(LIST<QUOTE A)VXCLIST VK<CAR VL)<CADR VI)))) 




CCOND<(EQ<CAAR VM)VK)(COYD<(EQCCDAR VM)VI)<COND<CATOMCCAR VI) 
) 
<GO LM) )))I)) 
CSETQ VX(APPCCAR<SETQ VX VM))CQUOTE CDDR))) 
LY 
CCONDCVWCGO LEVI)) 




(COND<(NULL VL)<RETURN VK))) 
(LAMB 1) 
LAP 
(RPLACA VLCEVRCCAR VL)VY VW)) 
(CONDCCSETQ VLCCDR VL))CGO LAP))) 
(LAMB 7777) 
CKLMN) 
<RETURN VX) I)))) 
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Some auxiliary functions used in RUN and EVR 
DEFINE(((EVR(LAMBDA<VX VY W)<PROG<VL) 
(SET4 VX(RPLACA UC VX)) 
(GO LEVR) 
LA 
(RPLACA VN(LIST(CAR VM)(CARCRPLACA VM(CAR VN))))) 
LX 
(SETQ VX VL) 
LEV 
CSETQ VACPLUS VA 1)) 
LEVR 
(CONDCCATOMCCAR VX))(GO tATOH))> 




(RPLACA VM(EVR(CAR VM)<RPLACA VX VY)T)) 
CRPLACA VX(QUOTE L)) 
<LAMB 7777) 
CSETQ VW NIL) 
LATOM 
(KLMN) 
CSETQ VI VY) 
LLOOK 
(CONDCCEQCQUOTE L)VK)(GO LL))(VICCOND((EQCCADR VI)VK)(GO LLIS? 
)) 
((SETQ VI(CAR VI))CGO LLOOK)) )I) 
(CONDCCSETQ VICGET VKCQUOTE COMB)))(GO LGO))((EQCQUOTE A) 
UK 1 
CCOND(VN(G0 LA)JCVCOMB(GO LLIST))) 1 
((EQCQUOTE K)VK)(COND(VMCGO LK))CVCOMB(GO LLISt))))<(EQ 
(QUOTE B)VK ) 
(COND(VN(G0 LB))) 1 
((EQCQUOTE C)VK)CCONDCVN(GO LC))))CCEQ(QUOTE I)VK)CCOND 
CVL(G0 LI)) )) 
CCEQfQUOTE W)VK)(CONDCVM(GO LW))))(TCGO LLIST)) ) 
(SETQ VItGETCQUOTE Fl)VK)) 
(COND<VCOMBCCOND(VL(SETQ VI(GETCQUOTE Fl)VI)))(T(RETURN VK)) 
I)) 
LGO 
CRPLACA VX VI) 
(GO LEV) 
LB 
CRPLACA VN(LIST(CAR VM)(CAR VN))) 
LK 
(SETQ VXCRPLACA VM(CAR VL))) 
(GO LEV) 
LC 
CSETQ VKCCAR VM)) 
CRPLACA VM(CAR VN)) 
(RPLACA UN UK) 
(GO LI) 
LW 
(RPLACA VX(CAR VL)) 
(RPLACA VLCCAR VM)) 
<GO LEV) 
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